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I
Die Endlichkeit der Formen in einem beliebigen Formensystems.

Unter einer algebraischen Form verstehen wir in iiblicher Weise
eine ganze rationale homogene Function von gewissen Veriinderlichen
und die Coefficienten der Form denken wir uns als Zahlen eines be-
stimmten Rationalititsbereiches. Ist dann durch irgend ein Gesetz
ein System von unbegrenzt vielen Formen von beliebigen Ordnungen
in den Veriinderlichen vorgelegt, so entsteht die Frage, ob es stets
mbglich ist, aus diesem Formensysteme eine endliche Zahl von Formen
derart auszuwihlen, dass jede andere Form des Systems durch lineare
Combination jener ausgewihlten Formen erhalten werden kann, d. h.
ob eine jede Form des Systems sich in die Gestalt

Fe= 4 F +A4,F,4 - -+ A,F,
bringen lisst, wo F,, F,, ..., F, bestimmt ansgewihlte Formen des
gegebenen Systems und 4,, 4,, ..., 4, irgendwelche, dem némlichen
Rationalititsbereiche angehdrige Formen der Veriinderlichen sind. Um
diese Frage zu entscheiden, beweisen wir zunichst das folgende fiir
unsere weiteren Untersuchungen grundlegende Theorem:

*) Vgl. die vorlaufigen Mittheilungen des Verfassers: ,Zur Theorie der
algebraischen Gebilde, Nachrichten v. d. kgl. Ges. d. Wiss. zu Gottingen, 1888
(erste Note) und 1889 (zweite und dritte Note).
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Theorem 1. Ist irgend eine nicht abbrechende Reihe von Formen
der n Verdnderlichen z,, x,, ..., Z, vorgelegt, etwa F,, F,, F,, ...,
so giebt es stets eine Zahl m von der Art, dass eime jede Form jener
Reihe sich in die Gestalt

F=AF + 4,F,+-.--+ 4, F,
bringen lisst, wo A, A,, ..., A, geetgnete Formen der ndmlichen n
Verdnderlichen sind.

Die Ordnungen der einzelnen Formen der vorgelegten Reihe sowie
ihre Coefficienten unterliegen keinerlei Beschrinkungen. Denken wir
ung die letzteren als Zahlen eines bestimmten Rationalititsbereiches,
so diirfen wir annehmen, dass die Coefficienten der Formen A4,,4,,...,4,,
dem namlichen Rationalititsbereiche angehoren. Was die Ordnungen
der Formen A4, A4,, ..., A, betrifft, so miissen dieselben jedenfalls
der Bedingung geniigen, dass der mit Hiilfe dieser Formen gebildete
Ausdruck i

A F) 4 Ay Fy + - - -+ A F,
wieder eine homogene Function der n Verinderlichen darstellt und
es sei hier zugleich auch fiir die ferneren Entwickelungen bemerkt,
dass in allen Fillen, wo es sich um eine additive Vereinigung oder
lineare Combination mehrerer Formen handelt, die Ordnungen der
Formen so zu wihlen sind, dass die Homogenitiat der entstehenden
Ausdriicke gewahrt bleibt.

In dem einfachsten Falle # = 1 besteht eine jede Form der vor-
gelegten Reihe nur aus einem einzigen Gliede von der Gestalt ca”, wo
¢ eine Constante bedeutet. Es sei in der vorgelegten Reihe ¢, 27 die
erste Form, fiir welche der Coefficient ¢, von Null verschieden ist.
Wir suchen nun die nichste auf diese Form folgende Form der Reihe,
deren Ordnung kleiner ist als 7,; diese Form sei ¢,2™*und es ist dann
wiederum die nichste auf letztere Form folgende Form der Reihe zu
bestimmen, deren Ordnung kleiner ist als r,; diese Form sei ¢ya™.
Fahren wir in solcher Weise fort, so gelangen wir jedenfalls spatestens
nach r, Schritten zu einer Form F der vorgelegten Reihe, auf welche
keine Form von niederer Ordnung mehr folgt und da mithin eine jede
Form der Reibe durch diese Form F, theilbar ist, so ist m eine Zahl
von der Beschaffenheit, wie sie unser Theorem verlangt. i
' Aunch fiir den Fall # = 2 lisst sich unser Theorem I. auf ent-
sprechendem Wege ohne Schwierigkeit beweisen. HEs geniige die
folgende kurze Andeutung dieses Beweises. Wenn die biniren Formen
der vorgelegt.en F rmenrelhe sammtlich die namliche "bindre Form als
gemeinsamen Factor enthalten, so schaffen wir zundchst diesen Factor
_.aureh - Division fort. BEs ist sodann stets mdglich, aus den Formen

liﬁ:dre.z; erhaltenen Reihe durch lireare Combination zwei bindre Formen
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G und H zu bilden, welche keinen gemeinsamen Factor besitzen. Ist
dies geschehen, so lisst sich jede beliebige binire Form F, deren
Ordnung nicht kleiner ist als die Summe 7 der Ordnungen der Formen
G und H in die Gestalt

F=A4G 4 BH

bringen, wo A und B geeignet zu bestimmende Formen sind. Im
Besonderen ist daher auch jede in der Reihe enthaltene Form, deren
Ordnung die Zahl r erreicht oder iibersteigt, einer linearen Combi-
nation der Formen G und H gleich. Was endlich die Formen der
Reihe anbetrifft, deren Ordnungen kleiner als die Zahl r sind, so
kann man unter diesen jedenfalls eine endliche Anzahl derart aus-
wihlen, dass alle anderen Formen der Reihe linearen Combinationen
der ausgewihlten Formen gleich sind.

Will man in #hnlicher Weise unser Theorem I. fir den Fall
ternirer Formen beweisen, so wiirde vor Allem der Noether’sche
Fundamentalsatz*) von den Bedingungen der Darstellbarkeit einer
terniren Form durch zwei gegebene Formen anzuwenden sein wund
hierbei wire dann eine sorgfiltige Untersuchung aller moglichen
Ausartungen des durch Nullsetzen der beiden gegebenen Formen defi-
nirten Werthesystems erforderlich. Da die durch diesen Umstand be-
dingten Schwierigkeiten mit der Zahl » der Verinderlichen immer
stirker zunehmen, so schlagen wir zum Beweise des Theorems einen
anderen Weg ein, indem wir allgemein zeigen, wie sich der Fall der
Formen von % Verinderlichen auf den Fall von # — 1 Verinderlichen
zuriickfithren ldsst.

Es sei F,, F,, F,, ... die gegebene Reihe von Formen der
Verinderlichen 2, %,, ..., #, und F| sei eine nicht identisch ver-
schwindende Form von der Ordnung ». Wir bestimmen dann zuniichst
eine lineare Substitution der Verénderlichen z,, %,, ..., Zx, welche
eine von Null verschiedene Determinante besitzt und ausserdem die
Form F, in eine Form @, der Verinderlichen g, ¥,, ..., y. derart
iiberfilhrt, dass der Coefficient von . in der Form G, einen von Null
verschiedenen Werth annimmt. Vermdge der ndmlichen linearen Sub-
stitution mdgen die Formen F,, F,, ... bezichungsweise in @,, Gy, ...
tibergehen. Betrachten wir nun eine Relation von der Gestalt

. G3=B1G1 +B2Gz+ .. '+BmG'm,

wo s irgend einen Index bezeichnet und By, B,, ..., B, Formen der
Verinderlichen y,, ¥,, ..., ¥, sind, so geht dieselbe vermdge der um-
gekehrten linearen Substitution in eine Relation von der Gestalt

%) Vgl. M. Noether, Math. Ann. Bd. 6 und 30, sowie A. Voss, Math, Ann.
Bd. 27 wnd L. Stickelberger, Math. Ann, Bd, 30,

31¥
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FJ=A1F1+:A2F2+"‘+AmFm

iiber, wo A,, 4,, ..., An Formen der urspriinglichen Verinderlichen
Zyy Loy - -+ &n sind, Es folgt daher unser Theorem I. fiir die urspriinglich
vorgelegte Formenreibe F, F,, F, ..., sobald der Beweis des Theorems
fir die Formenreihe @, G,, G5, ... gelungen ist.

Da der Coefficient von . in @, einen von Null verschiedenen
Werth besitzt, so lisst sich der Grad einer jeden Form G, der ge-
gebenen Reihe in Bezug anf die Verénderliche y, dadurch unter die
Zahl r herabdriicken, dass man G, mit einer geeigneten Form B,
multiplicirt und das erhaltene Product von G, subtrahirt. Wir setzen
dementsprechend fiir beliebige Indices s

Gy=B.G g, 9+ 9.9+ -+ 9,
wo B, eine Form der » Verénderlichen y,, ¥,, ..., ¥, ist, wihrend
die Formen g1, gs2, ..., gs» nur die n—1 Verdnderlichen y,,%,,...,%s—1
enthalten.

Wir nehmen nun an, dass unser Theorem I. fiir Reihen von
Formen mit # — 1 Verinderlichen bereits bewiesen ist und wenden
dasselbe auf die Formenreihe g,,,9,,s;,..- an. Zufolge des TheoremsI.
giebt es dann eine Zahl p von der Art, dass fiir jeden Werth von s
eine Relation von der Gestalt

g1 ="bs1gy, + b2y + - - F bspGur = L(Gyy5 o1 - « +» Gu1)
besteht, wo b,1, bs2, . . ., by Formen der # — 1 Verinderlichen
Yys Yas - - » Yu—1 sind. Wir bilden nun die Formen
(1) g‘('lt)=98f——-lé(glt}g2t""; gyt)y (tal’ 2’ e 7‘)
woraus sich insbesondere fiir ¢ =1
(11) =0
ergiebt. Wir nehmen hierauf wiederum das Theorem I. fiir den Fall

von n — 1 Ver‘énderlichen in Anspruch, indem wir dasselbe auf die

Formenreihe ¢, g, g%, . . . anwenden. Zufolge dieses Theorems

giebt es dann eine Zahl u® von der Art, dass fiir jeden Werth von s
eine Relation von der Gestalt

(1) (1) (13] 1) fl) (1) ) @/ 1) )
2= 2 2+ U, =2l k] 0%,
g 1)
bestebt, wo %, 5%, .. b‘ "0
Yis Ypy » = » Yoz sind. Wzr setzen nun
(2) 1)y 1) /.3 1 @) '
(2) g( Zf }( it)} 23)7 R [l—(l)f)’ (t = 1,‘2, . s ey 4”)

woraas sich insbesondere fiir { =1,2

9'?1)'?"0;. gﬁ:

Formen der # — 1 Verinderlichen
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ergiebt. Die Anwendung des Theorems I. auf die Formenreihe
gf"), 9%, 98, ... fihrt zu der Relation
D= (8, 2, - o,
und setzen wir dann
(3) gf? = 9&2) Zf)(.q(l?t): ggt)) v f()‘_)} t)’ (t = 1: 2, ce )
so folgt insbesondere
99 =0, g@=0, g9=0.

Nach wiederholter Anwendung dieses Verfahrens ergeben sich die
Relationen

— r— (= — r—2) r—:
@ g =g — W 07, 05 )), G=1,27)

gil=0, g5v=0,.., 40 =0

und schliesslich erhilt man

(r—1) 1) (r-l) (r—t) (r—1)
g = ( .. ,Ar—n)

woraus
() 0=g5™» — ( 9y, gi®, . 9':;:1;),-) t=1,2,...7
folgt. Durch Addition der Glelehunden (1), (2),3)y ..., (4), B er
giebt sich

9se=1Us(91¢, Goes - - o5 Guz) + 2(1)(99’)’ 951‘)’ tn g(l()l)t) +e
+ l§r~1)(g$—1), P v N g(r(;_l)l)t) t=1,2,..,7).

Auf der rechten Seite dieser Formel kdnnen wir die Formen

1) @) (1 (r—1) (r-l) (r—1)
91ty G2¢5 « - o ,u(‘)t’ cew iz o G2 cen 14(7"'1)‘

in Folge wiederholter Anwendung der Gleichungen (1), (2), (3), .- ., (4)
durch lineare Combinationen der Formen g¢i;, gos, - .., gm: ersetzen,
wo m die grésste von den Zahlen g, u®, ... ue—D bezeichnet. Wir
erhalten auf diese Weise aus der letzteren Formel ein Gleichungs-

system von der Gestalt:
Got = Co1gts + Co2gor + - -+ F ComGme = Es(G1e5 G2¢5 - - o5 Gui),
E=12,..,7
WO Co1) G2y + + = Gom 'wiederum Formen der n — 1 Veriinderlichen
Y1592 « - » Ya—r sind. Multipliciren wir die letztere Formel mit y~*
und addiren die daraus fiir =1, 2, ..., r entstehenden Gleichungen,
so folgt wegen
gslyz;—l +gs2?/:;—'2 -+ +9':r=""G *”’Bng
die &leichung . B '
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Gg“"" B;GI = kg(Gl - .BtGl, G’z b BzG!, LIEIEY Gm - .BmG',),

. oder, wenn C, eine Form der # Veradnderlichen y,, 4, ..., ¥
bezeichnet

Gs—'—= CgGl + ks(G\l, GQ, . ey Gm) = LJ(GI) Gz, -; o Gm),

d. h. die Zahl m ist fiir die Formenreihe G,, @,, G, ... und folglich
auch fiir die urspriinglich vorgelegte Formenreihe F,, F,, Fi, ...
eine solche Zahl, wie sie Theorem I. verlangt. Somit gilt unser
Theorem I. fiir den Fall von # Veriinderlichen unter der Annahme,
dass dasselbe fiir Formen von % — 1 Veréinderlichen bewiesen ist. Da
das Theorem I. fiir eine Reihe von Formen einer homogenen Ver-
inderlichen oben bereits als richtig erkannt wurde, so gilt dasselbe
allgemein.

Vermoge des Theorems I. ldsst sich vor Allem diejenige Frage
allgemein beantworten, welche zu Anfang dieser Arbeit angeregt
wurde, Es sei nimlich ein beliebiges System von unbegrenzt vielen
Formen der # Veridnderlichen z,,2,, ..., Z. gegeben, wobei es frei-
gestellt ist, ob diese Formen sich in eine Reihe ordmen lassen oder
in nicht abzdhlbarer Menge vorhanden sind. Um ein solches Formen-
system festzulegen, denke man sich ein Gesetz gegeben, vermoge
dessen ausnahmslos fiir eine jede beliebig angenommene Form ent-
schieden werden kann, ob sie zu dem Systeme gehbren soll oder
nicht. Wir nehmen nun an, es sei nicht moglich, aus dem gegebenen
‘Formensystem eine endliche Zahl von Formen derart auszuwihlen,
dass jede andere Form des Systems durch lineare Combination jener
ausgewihlten Formen erhalten werden kann. Dann wihlen wir nach
Willkiir aus dem System eine nicht identisch verschwindende Form
ans und bezeichnen dieselbe mit F,; ferner moge ¥, eine Form des
Systems sein, welche nicht einem Producte von der Gestalt 4,F,
gleich ist, wo 4, eine beliebige Form der % Verinderlichen 2,,2,,...,2,
bedeutet; F; sei eine Form des Systems, welche sich nicht in die
Gestalt 4, F, 4 4, F, bringen lasst, wo 4, und 4, wiederum Formen
YON %y, &y, ..., &, sind. Entsprechend sei F, eine Form des Systems,
welche sich nicht in die Gestalt 4, F, 4 4,F, 4 4; F; bringen Iisst
und wenn wir in dieser Weise fortfahren, so gewinnen wir eine
Formenreihe F,, F,, F,, ..., welche zu Folge der gemachten An-
nahme im Endlichen nicht abbrechen kann und in welcher trotzdem
keine Form durch lineare Combination der vorhergehenden Formen er-
halten werden kann, Dieses Ergebniss widerspricht unserem Theorem I,
und da somit die vorhin gemachte Annahme unzuldssig ist, so erhalten
wir den Satz:

Aus einem jeden beliebig gegebenen Formensysteme Uisst sich stets
eme endliche Zahl von Formen derart auswihlen, dass jede amdere
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Form des Systems durch lineare Combination jener ausgewishlten Formen
erhalten werden kann.

Wir betrachten insbesondere solche Formensysteme, denen die
Eigenschaft znkommt, dass jedes Product einer Form des Systems mit
einer beliebigen anderen, nicht nothwendig zum System gehérigen Form
sowie jede in den Verinderlichen z, z,, ..., 2, homogene Summe
von solchen Producten d. h. jede lineare Combination von Formen des
Systems wiederum dem Systeme angehort. Ein solches System von
unbegrenzt vielen Formen heisst ein Modul und somit lehnen diese
Auseinandersetzungen, soweit sie spaterhin die Theorie der Moduln
betreffen, an diejenige Bezeichnungsweise und Begriffsbestimmung an,
welche L. Kronecker in der von ihm begriindeten und neuerdings
systematisch ausgebildeten Theorie der Modulsysteme *) anwendet. Doch
ist hervorzuheben, dass im Unterschiede zu den von L. Kronecker
behandelten Fragen bei unseren Untersuchungen, vor Allem in Ab-
schnitt IIT und IV dieser Arbeit, die Homogenitdt der Functionen
des Moduls eine wesentliche und nothwendige Voraussetzung bildet.
Sprechen wir den vorhin bewiesenen Satz insbesondere fiir einen Modul
aus, so erbalten wir unmittelbar den folgenden Satz:

Aus den Formen eines beliebigen Moduls lisst sich stets eine endliche
Anzahl von Formen derart auswihlen, dass jede andere Form des Moduls
durch lineare Combination jener ausgewihlten Formen erhalten werden
kann.

U fiir diesen Satz ein anschauliches Beispiel zu gewinnen, nehmen
wir eine algebraische Raumcurve als gegeben an und fragen nach dem
vollen Systeme der diese Raumcurve enthaltenden algebraischen Flichen.
Da die linken Seiten der Gleichungen dieser Flichen quaternire For-
men sind, welche durch lineare Combination Formen des nimlichen
Systems ergeben, so bilden diese Formen einen Modul und der obige
Satz erhalt mithin fir diesen besonderen Fall die folgende Deutung:

Durch eine gegebene algebraische Raumeurve liisst sich eine endliche
Zahl m von Flichen
Fi=0, F=0,..,F,=0
hindurchlegen derart, dass jede andere die Curve enthaltende algebraische
Fliiche durch eine Gleichung von der Gestalt

‘:‘A1F1+A2F2+Z"+AQFM=O

. *® VgL L. Kronecker, Crelle’s Journal, Bd. 92, pag. 70—122, Bd. 93,
pag. 365—366, Bd, 99, pag. 320—371, Bd. 100, pag. 490—510. Berliner
S:tzungsbmchte, 1888 pag. 249 —258, 263-—‘2@81, 331352, 379396, 615—648;
und ferner: B.Dedekind und B. Weber, Crelle’s Journal, Bd. 92, pag, 181-—23&, )
sowie J. Molk, Acta mathema.txca Bd. 6, pag. 50—165. o
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dargestellt werden kann, wo unter 4,, 4,, . . ., An qualernire Formen
zu verstehen sind®).

Beispielsweise sei eine cubische Raumeurve durch d1e Gleichungen

z = &5

Zy == §12g21

®) L m=bE
z, =E}

gegeben, wo 2,, &,, %, &, die homogenen Coordinaten ihrer Punkte
und £, £, die homogenen Parameter sind. Durch diese Raumecurve
gehen die 3 Flichen
F,=0, F,=0, F,=0
hindarch, wo
Fy = 225 — 2%,
Fy = 2,2, — %,
F 3 = $2 $4 - xg2
quadratische Formen bedeuten, von denen keine durch lineare Com-
bination der beiden anderen erhalten werden kann. Um nun zu zeigen,
dass auch jede andere die Raumecurve enthaltende Fliche sich durch
eine Gleichung von der Gestalt
A F + 4, F, + 4, F; =0

darstellen lisst, nehmen wir an, es sei

== "2 ’s ?‘4.

eine Form, welche bei Anwendung der Substitution (6) identisch gleich
Null wird. Mit Hiilfe der Congruenzen

nry=u?, (F, F,, Fy),

2%y = Z,23, (¥, F,, Fy),

. ra,=u?, (F), F,, Fy)
konnen wir setzen

(D) F=2C, w05+ C,, shak+ D, spoae, (F,F,Fy,

worin Cys,, Oz, Gy, ., Wiederum gewisse Zahlencoefﬁczenten bedeuten.
Ausserdem darf angenommen werden, dass keiner der beiden Expo-
nenten 4, und 2, gleich Null ist, da entgegenbesetztenfaﬂs das be-
treffende Glied sich aus der zweiten Summe entweder in die erste oder

< % Die hier erledigte Frage nach der Endlichkeit der eine Raumcurve ent»
haltenden Flichen wirft bereits G. Salmon in seinem Lehrhuche aaf, vgl ana-
lylische Geomelrie des Baumes, Theil o, 7.
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in die dritte Summe hineinziehen lisst, Wegen der Homogenitit der
rechten Seite von (7) ist

Uyt sy =24y + A3 =5+ g,

und hieraus folgt
3uy + 2%, > 22, - 43 > ps.

Fithren wir jetzt vermdge der Gleichungen (6) die Parameter §,, &,
in der rechten Seite von (7) ein, so erkemnen wir, dass keines der
so entstehenden Glieder CEf £3* sich mit einem in der nimlichen oder
in einer anderen Summe entstehenden Gliede vereinigen kann und da
andererseits der Ausdruck auf der rechten Seite von (7) nach jener
Substitution (6) verschwinden soll, so sind nothwendigerweise die Coeffi-
cienten Cy, ., Cai, Cuyu, simmtlich gleich Null. Aus der Congruenz

(7) erhalten wir somit
F=0 (¥, F,, Fy)

F=AF + A,F, 4 4, F,.

Eine anderweitige Verwendung finden unsere allgemeinen Ent-
wickelungen in der Theorie der Gleichungen, wenn man nach den-
jenigen ganzen homogenen Functionen der Coefficienten einer Gleichung
fragt, welche verschwinden, sobald die Gleichung eine gewisse Anzahl
vielfacher Wurzeln besitzt. Da das System aller dieser Functionen
einen Modul bildet, so erhalten wir den Satz:

Es giebt eine endliche Anzahl von gamzen homogenen Functionen
der Coefficienten einer algebraischen Glez‘cku%g, welche verschwinden,
sobald die Qleichung eine gegebene Zahl vielfacher Wurzeln eriilt und
aus welchen sich eine jede andere gamze Function von derselben Eigen-
schaft in linearer Weise zusammensetzen ldsst.

Sollen beispielsweise alle diejenigen homogenen Functionen der
Coefficienten z,, #,, 5, 2,, Z; der bindren Form 4t Ordnung

@ = 2§t + 42,8,%8, + 64,8,°8,” + 42,8,8° + 2.5
angegeben werden, welche verschwinden, sobald die Form ¢ eine
volle 4 Potenz wird, so bedarf es dazu der folgenden 6 quadratischen
Formen

oder

F = o2y — 2,7

F2 == $,$4 —_— xzxg’

F3 == :311‘5 — xzx“z

F4==x1$5 - x327 !

- Fy = 20, — 233,

F, 6 = T35 — .2;4 > ’
und man iberzeagh sich ohne Schwierigkeit auf dem eatspwheaaﬂem
Wege wie vorhin, dass jede. a@d&m Funetion F von - der verlaugben
Eigenschaft in d:a Gestalt - .
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F=A4F 4 4,F,+ - --+ 4,F,
gebracht werden kann, wo 4,, 4,, ..., 4, homogene Functionen von
&y, Toy Xy, Ty, &y sind.

Will man zweitens alle diejenigen homogenen Functionen der
Coefficienten von ¢ angeben, welche verschwinden, sobald die binire
Form ¢ ein volles Quadrat wird, so ist es ndthig, die folgenden 7
Functionen zu bilden

Fy =2z, — 32,733 + 22,%,

Fy = 2,22, + 22,0, — 92,22 + 62,%7,,

F; = 22,2, — 3w, 233, + 22,°2,,

F, = 22, — 2%,

Fy = 2,2, — 32,2355 + 22,2

Fy == 2,27 + 22,2,%, — 922 + 62322,

F, = z,2 — 3x,2,25 + 22,3,
Diese 7 Functionen stimmen im wesentlichen iiberein mit den Coef-
ficienten der Covariante 6'r Ordnung und 3t Grades von ¢ und
hieraus lisst sich durch ein invariantentheoretisches Schlussverfahren
zeigen, dass jede andere homogene Function von der verlangten Eigen-
schaft in die Gestalt

A1F+A2F+ "+A7F7 R

gebracht werden kann, » §o 4, 4,,. .., A; wiederum homogene Func-
tionen sind.

Von allgemeinerer Natur und iiberdies von principieller Bedeutung

fiir die spiterhin folgenden Untersuchungen ist der folgende Satz:
Sind Fy, F,, ..., F ) gegebene Formen der n Verinderlichen
Zyy Xyy - . oy Xy SO existirt stefs eine endliche Zahl m® von Formen-
systemen

X, =Xy, X=Xy ..,Xon=X.nu,

m

X, = sz X2 Xy ooy X=X a)z,

Xy =X, X Xgm@): y Xy = Xmm a®;
welche siimmilich dic Gleichung g
CEX X, Py X =0
dentisch befriedigen und durch welche jedes andere jemer Gleichung
geniigende Formensystem in der Gestalé-
X, =4,X, +4,X, +---+4 @)X 1),
L X “"’Atxﬂ —i'AzXzz + + w® Xsmm,

v . », =

Xmﬁ)nﬁi a0y +Az 2 +- St 4m(z) o) @,
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ausgedriickt werden kann, wo Ay, 4,, ..., A o) ebenfalls Formen der
Verdnderlichen x,, #,, . . ., Z. Sind.

Der Beweis dieses Satzes berubt auf unseren allgemeinen Ent-
wickelungen iiber die Endlichkeit der Formen eines beliebigen Systems.
Es sei X, X,,..., X g irgend ein Losungssystem der vorgelegten
Gleichung

FX+FX, 4+ -+ FnX n=0

und in jedem solchen Losungssysteme werde inshesondere die letzte

Form X ;) ins Auge gefasst. Auf Grund unserer friikeren allgemeinen
Sitze ist es dann moglich, aus der Gesammtheit dieser Formen X
eine endliche Zahl y von Formen X u,, X ), - .-, X, derart
auszuwihlen, dass jede andere solche Form in die Gestalt

X,o= A X0, + 4 X+ - -+ 4. X0,
gebracht werden kann. Bilden wir nun die Formen

X=X —A4/Xy— 4,/ Xps—---— 4, X, ((=1,2,...,mD),
woraus sich insbesondere fiir ¢ = m®
X.0=0
ergiebt, so erkennen wir, dass jeder Losung X, X,, ..., X q der
urspriinglich vorgelegten Gleichung eine Losung X Xy, e eo, Xa—y
der Gleichung e

FX{ + F,X, + - o+ Fa_ Xy, =0

entspricht und es lisst sich offenbar auch umgekehrt jede Losung der
urspriinglich vorgelegten Gleichung durch Combination aus den p
Losungssystemen

Xl Xla: X2 == X2u v X 1) = X (1),’ (S=1)27"':P')

und aus einem Losungssystem der eben erhaltemen Gleichung zusam-
~ mensetzen. Die letztere Gleichung enthdlt aber nur m® — 1 zn be-
stimmende Formen und wenn folglich der oben ausgesprochene Satz
fiir eine solche Gleichung als richtig angenommen wird, so ist derselbe
auch fiir die vorgelegte Gleichung bewiesen. Nun gilt unser Satz fir
m® = 1, da die diesem Falle entsprechende Gleichung
F,X =0 :

offenbar gar keine LOsung besitzi und damit ist der Beweis allgemem
erbracht.

Als Beispiel diene die Gleichung

(@2, — ) X, - (#2225 — 2,2) X, + (%2, — 2,7) Xs =0,
wo als Coefficienten die pimlichen 3 quadratischen Formen auftreten,

auf welche wir oben bei Bebandlung der cubischen Raumcurve gefiihrt
wurden. Wir erkennen leicht, dass ams den. beiden Losungssystemen
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X, =, X,=umz, X;=uz,

Xy=2, X,=2, Xy=um,
sich jedes andere Losungssystem jener Gleichung zusammensetzen lisst.
Denn bezeichnet X,, X,, X; irgend eir Liosungssystem, so kann man
zandchst mit Hiilfe des ersteren der beiden Losungssysteme alle die-
jenigen Glieder in der Form X, wegschaffen, welche z, als Factor
enthalten und hierauf lassen sich mit Hiilfe des zweiten Losungssystems
alle mit z, multiplicirten Glieder in X, beseitigen, sodass in dem nun
entstandenen Losungssysteme X', X,, X" die Form X" von z; und
z, unabhingig ist. Setzen wir jetzt in der identisch erfiillten Relation

(@25 — ) Xy + (#8225 — 2,2) Xy + (08 — 27) X' =0
2, =0 und z, =0 ein, so ergiebt sich X,'=0 und hieraus folgt
dann
X, = A(z,2,~—25%), X = A(x,2,—2,%;),
wo A eine beliebige Form der Verinderlichen z,, z,, z;, x, bedeutet.
Auch das so erhaltene Losungssystem ist eine Combination jener beiden
vorhin angegebenen Losungssysteme, wie man erkennt, wenn man das
erstere Losungssystem mit Az,, das zweite mit — Az; multiplicirt
und dann die entsprechenden Formen addirt.
Als zweites Beispiel wihlen wir die Gleichung
FiX +FX, 4+ FX;=0,

wo F,, F,, ..., F; die oben angegebenen 6 quadratischen Formen
der 5 Verinderlicken 2,, z,, ,, 2,, #; bedenten. Man erhilt die
folgenden 8 Lésungen

X\=z;, Xy=—2,, Xy=—2,, Xj= z, X;=0, X;= 0,
X\=z;, Xy=—2;, Xy=—2z,, X;= =z, X=0, X;= 0,
Xi=z, X= 0, Xj=—umz;, X;= 0, X;=2,, Xs= 0,
X,=0, X,= z;, X3= 0, Xj=—m, X=z, X;= 0,
X, =0, X,= gz, X;=—2z;, X= 0, X,=0, X;= uz,
=0, X= %, X=—z, X= 0, X,=0, Xj= un,
= 0, XK= 2, Xj=—z, X=u, X=—uz,

X,=0, X,-= 0, X= 1z, X=—2z, X=1, X=—=z,,

und man zeight dann in derselben Weise wie in ersterem Beispiele,
dass jede andere Losung durch Combination aus diesen erhalten wer-
den kann. ‘

Wir haben vorhin die Endlichkeit des vollen Systems von Losungen
fiir- den Fall bewiesen ," dass es sich um eine einzige Gleichung handelt.
" Aber die -dort’ benutzte ‘Sehlussweise, tibertrigt sich unmitelbar auf

.- den-Fall, in welchem mehrere Gleichungen von der in Regé stehenden
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Art gleichzeitig zu béfriedigen sind. Wir sprechen daher den all-
gemeineren Satz aus:

Wenn ein System von m Gleichzmgzn

FuXi+FuX+ -+ F,nX,n=0 (¢=12,..,m)
vorgelegt ist, in welchem die Coefficienten Fiy, Fio, . .., F, ) gegebene
Formen von n Verdnderlichen und X,, X,, ..., X_q) m® zu bestimmende

Formen sind, so besitzt dasselbe stets eine endliche Zahl m® von Lésungs-
systemen
X =X, X, = Xop, - ., X, 9y=X 0, (s=12,...,m?)

m

derart, dass jedes amdere Lisungssystem in die Gestalt
Xp=A, Xy + Ay Xpo+ -+ - + 4,09 Xy (0=1,2,...,mM)

gebrackt werden kann, wo A, A,, ..., A s ebenfalls Formen der
n Verinderlichen sind*®).

I,
Die Endlichkeit der Formen mit ganzzahligen Coefficienten.

Die simmtlichen bisher abgeleiteten Satze bernhen wesentlich auf
dem Theoreme I des vorigen Abschnittes. Wihrend wir dort die in
den Formen auftretenden Coefficienten als Zahlen eines beliebigen
Rationalititsbereiches annahmen, so wollen wir nunmehr den Fall in
Betracht ziehen, dass dieselben durchweg ganze Zahlen sind. Dem-
entsprechend lasst sich jenem Theoreme I eine weitergreifende Fassung
geben, welche dasselbe auch fiir Anwendungen auf zahlentheoretische
Untersuchungen geeignet macht und, wie folgt, lautet:

Theorem 1. Ist irgend eine nicht abbrechende Reihe von Formen
F,,F, F,,... mit ganzzahligen Cocefficienten und von beliebigen
Ordnungen in den n homogenen Verdnderlichen z,, 2,, . . ., 2, vorgelegt,
so giebt es stets eine Zahl m von der Art, dass eine jede Form jener
Reihe sich in die Gestalt

F=AF +4,F+ - -+ AnFn
bringen ldsst, wo A, A,, ..., An gangzahlige Formen der nim-
lichen n Verdnderlichen sind.

Wie man sieht, wird hier im Unterschiede zu der friheren Fassung
des Theorems verlangt, dass in gleicher Weise wie die gegebenen
Formen F,, F,, F,,... auch die bei der Darstellung zn verwenden-
den Formen 4,, 4,,..., A, Formen mit ganzzahligen Coefficien-
ten sind. : <

*) Dieser Satz ist fiir ein e nicht homogene Verinderliche von .\I). Kronegkex
in seinem Beweise fir die Endlichkeit des Systems der ganzen algebraischen
Grdssen einer Gattung zor Geltang gebracht; vgl, Crelle’s J. Bd. 92, S. 18,
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Die zum Beweise des Theorems I angewandte Schlussweise reicht
zum Beweise des Theorems I!lrl nicht mehr aus. Denn das frithere
Verfahren beruht darauf, dass wir die Grade der Formen F,, F,,...
in Bezug auf die eine Verinderliche z, durch geeignete Combination
mit der Form F, unfer die Ordnung » von F; herabdriickten. Sollen
hierbei keine gebrochenen Zablen eingefiihrt werden, so muss der
Coefficient von zf in F, nothwendig gleich der positiven oder negativen
Einheit sein, was im Aligemeinen nicht der Fall ist und auch durch
lineare ganzzahlige Transformationen der Verdinderlichen nicht immer
erreicht werden kann. Es bedarf daher zum Beweise des Theorems II
einer neuen Schlussweise und durch diese gewinnen wir offenbar
zugleich fiir Theorem I einen zweiten Beweis.

Wir bezeichnen allgemein mit f;, die von der Verinderlichen
z, freien Glieder der Form F,; sind dann alle Formen der unend-
lichen Reihe f,, f,, fs, - . - identisch Null, so setzen wir

FO=TF, (5=123,...)

im anderen Falle sei f, die erste von Null verschiedene Form der
Reihe f,, fo, f5s - - -, ferner fg die erste Form derselben Reihe, welche
nicht einem Producte von der Gestalt a,f, gleich ist, worin 4, eine
ganzzahlige Form der Verinderlichen z,, x,, . . ., 2, bedeutet; f, sei
die erste Form jener Reihe, welche sich nicht in die Gesalt a,f. + afs
bringen lisst, wo @, und b; wiedernm ganzzahlige Formen von
Zyy %y oo -y Ly sind und in dieser Weise fahren wir fort. Ware nun
unser Theorem II fiir den Fall von » — 1 homogenen Verinderlichen
bereits bewiesen und beachten wir, dass in der gewonnenen Formen-
rethe f,, f2, fy, .. keine Form durch lineare Combination aus den
vorhergehenden Formen erhalten werden kann, so folgt, dass diese
Formenreihe nothwendig im Endlichen abbrechen muss. Es sei dem-
gemiiss f; die letzte Form dieser Reihe, so dass stets

fs = Gasfo + agefs + o+ arsfo = bs(fe for--:1), (8=12,3,...)

gesetzt werden kann, wo s, @gs, . - -, G2, ganzzahlige Formen von
Zyy Ty « - .y %u—y sind. Bilden wir nun die Ausdriicke

FO = F, —,(Fa, Fsy ..., F), (s=1,2,8,..)
so sind dies Formen der » Verinderlichen ,, ,, . . ., #x, von denen
jede die Verinderliche z, als Factor enthilt. Wir bezeichnen all-
gemein mit 2, /® diejenigen Glieder der Form F,®, welche lediglich
mit der ersten Potenz von 2, multiplicirt sind und betrachten die
Formen £;®, £,®, £,®, ... der n — 1 Verdnderlichen z,, 2,,. .., ¥z-1.
Verschwinden diese Fermen sﬁmmﬂwh , so setzen wir

. F®=F®, (s=1,23,..).
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Ist dagegen jede Form der Reihe £,, £,), £, .. eine lineare Com-
bination der Formen fs, f3, . . ., f2, wie folgt

O=alfetafifst- -+ ai=0" (fas for-e0r i), (5=1,2,3,..)

s0 setzen wir
Fx(e) == Fs(n — lf,l) (:Z‘,;Fa, 35“th, «o oy x,,F;,) .

In jedem anderen Falle sei £{}) die erste nicht durch lineare Combi-
nation aus fa, f3,..., f2 hervorgehende Form der Reihe £,®, £,®, £,
ferner sei f;b}) die erste Form dieser Reihe, welche keiner linearen
Combination der Formen f., f3, .. ., f2, f\h gleich ist und entsprechend
f,a @) die erste nicht darch lineare Combination von fa, fg, ..., 2, f;(‘,)), f, ;(’,))
hervorgehende Form der n#mlichen Relhe Die so entstehende Formen-
reihe fo, f3, - - f2, D> [, ((11’), 1‘;,((3, . . . bricht unter der vorhin ge-
machten Annahme nothwendig im Endlichen ab, und wenn )28% die
letzte Form der Reibe bezeichnet, so finden wir stets

f3(1)= Z.(:) (fav far -~ fas fa(l)} f‘g((xl))v A3 fz((llj))’ (6=1,2,3,.. )

wo I einelineare homogene Function jener Formen bedeutet, deren Coeffi-
cienten selber ganzzahlige Formen der n—1 Verénderlichen z;, 2, , ..., %z
sind. Setzen wir daher

2, 1 1
F() -Fm lftl)(ana, anﬁ) 7xﬂF1: F(&), Fg(z)»-") Fz((ll)))7

so besitzen die so entstehenden Formen F® der n Verinderlichen
Zy, Tyy o« .y &y simmilich den Factor 22. Wir bezeichnen demgemiiss
allgemein mit 22 @ diejenigen Glieder der Form F®), welche lediglich
mit der zweiten Potenz der Verinderlichen 2, multiplicirt-sind und
betrachten die Formen f,®, £,®, @, ... der n — 1 Verinderlichen
Xy Zyy..., %n—y. Sind diese Formen nicht simmtlich Null oder lineare
Lombmatlonen der Formen fa, fz, - -, fi, f4h> fﬁ&, ooy 38, s0 be-
zeichne £§J) die erste nicht in dieser Weise durch lineare Combination
entstehende Form jener Reihe; desglelehen sei £ sy die erste nicht
durch fu, fas +« 5 f1, £ ,;m, e 8, I lmear darstellbare Form
in derselben Reihe. Das in dieser Weise eingeleitete Verfahren muss
wiederum nach einer endlichen Anzahl von Wiederholungen abbrechen,
vorausgesetzt, dass unser Theorem II fiir den Fall von # — 1 Ver-

anderlichen richtig ist. Bezeichnet demgemiiss ﬁ% die letzte durch
jenes Verfahren sich ergebende Form, so wird stets

2 ) @ ,C 2 ‘
FO =10 (fas ftr - Lo Brof iy oves Fis F oo é(z)w wf3)s (6=1,2,3,..)



488 Davip Hinresr.

wo L@ eine lineare homogene Function bedeutet, deren Coefficienten
selber ganzzahlige Formen von z,, 2,, ..., Z,—1 sind. Sefzen wir daher

F;( = (2) 1(2) (x,,Fa, x”Fﬂ, 7xﬁFl;an (1)7‘”%1'}3(1)) 7x93F§37
F P F@), 6=1,23,..),
so besitzen die so entstchenden Formen F,® simmtlich den Factor
#2. Wir bezeichnen wiederum allgemein mit z /> diejenigen Glieder
der Form F,®, welche mit keiner hoheren als der dritten Potenz
von z, multiplicirt sind und gelangen so zu einer Formenreihe
fi®, 18, f;®, . .., welche in entsprechender Weise einer weiteren
Behandlung zu unterwerfen ist. Es ist klar, wie die fortgesetzte

Wiederholung des angegebenen Verfahrens zu der folgenden Formen-
reihe fithrt

[y Faidys - os Fids s Faids -« s @y o v s - -
WO =, 7, ... gewisse ganze positive Zahlen bedeuten und keine der auf-
tretenden Formen einer linearen Combination der vorhergehenden
Formen gleich ist. In Folge des letzteren Umstandes muss auch jene
Reihe im Endlichen abbrechen, vorausgesetzt, dass unser Theorem II
fir den Fall von % — 1 Veriinderlichen richtig ist. Wir bezeichnen
die letzte Form jener Reihe mit f}{ﬁ; und zeigen nun, dass jede Form

in der urspriinglich vorgelegten Kormenreihe F,, F,, F,, ... einer
linearen Combination der Formen

(8) F(gz): ‘31:‘))7 Fzgft))’ ((2)7 F‘Z’)), F('t)’ F((wa})) F((w): ;Fzgz))
gleich wird. Ist nimlich F, irgend eine Form der urspriinglich vor-
gelegten Formenreihe und r die Ordnung dieser Form in Bezug auf
die Verinderlichen z,, %,, . . ., Z», S0 betrachten wir die Gleichungen
Fird = Fn — 1,0,
F = FiD_ o0,

F® —F, —1,

wo L0, L9, .., I, lineare Combinationen der eben vorhin an-
gegebenen Fm:men (8) sind. Da ferner die Form F,*+ eine homogene
Function von der Ordnung » ist und in Folge ibrer Bildungsweise
durch 27+! theilbar ist, so ist sie nothwendig identisch gleich Null
und aus den obigen Gleichungen folgt, dass auch F, eine lineare Com-
bination der vorhin angegebenen Formen (8) ist. Diese Formen (8)
ibrerseits sind nun aus den Formen )

Fyas Fgayse- s By Tans s s Fase s o2 Pyt Fons -3 Fyan
durch' lineare Combination entstanden und es ist daher offenbar
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m = 4@ eine Zahl von der Beschaffenheit, wie sie unser Theorem II
verlangt. Das Theorem II ist mithin fiir % Veriinderliche bewiesen,
unter der Voraussetzung, dass dasselbe fiir # — 1 Verinderliche gilt.

Es bedarf jetzt noch des Nachweises, dass das Theorem II fur
Formen ohne Verinderliche d..h. fiir eine nicht abbrechende Reihe
von ganzen Zahlen ¢, ¢, ¢;, . . . gill. Um diesen Nachweis zu
fiihren, nehmen wir an, es sei ¢, die erste von Null verschiedene Zah!
der Reihe; es sei ferner ¢, die nichste Zahl der Reihe, welche nicht
durch ¢, theﬂbar ist. Wir bestimmen dann den O'rossten gemeinsamen
Theiler ¢,, der beiden Zahlen ¢, und ¢, ; derselbe ist Jedenfalls kleiner
als der absolute Werth von ¢,. Wenn es nun noch eine Zahl ¢, in
jener Reihe giebt, welche nicht durch ¢y, theilbar ist, so bestimmen
wir den grossten gemeinsamen Theiler ¢,, . der beiden Zahlen ¢, .-
und ¢,» und es ist dann ¢, kleiner als ¢,.. Auf diese Weise
ergiebt sich die Zahlenreihe cu, Cuw, Cuup, - - -, i Welcher jede Zahl
kleiner ist als die vorhergehende. Eine solche Reihe bricht nothwendig
im Endlichen ab und es sei ¢, ,» die letzte Zahl jener Reihe.

Diese Zahl ist der grosste gemeinsame Theiler der Zahlen ¢ 2 Gy orer Cule)
und es lassen sich daher ganze positive oder negative Zahlen a,d,...,a%

derart finden, dass
Cppt o) = 0C, + ¢+ - aP e

wird. Da andererseits jede Zahl der urspriinglich vorgelegten Reihe
€15 €y, €3, - - - ein Vielfaches der Zabhl ¢, ,  (» ist, so wird m = u®
eine Zahl von der Beschaffenheit, wie sie unser Theorem II verlangt.

Aus dem eben bewiesenen Theoreme lassen sich ohne Schwierig-
keit alle diejenigen Sitze entwmkeln, welche den in dem ersten Ab-
schnitte aus Theorem I abgeleitetenl Sitzen entsprechen. Wir wollen
jedoch in dieser Richtung die Untersuchung nicht fortfiihren, sondern
uns im Folgenden lediglich auf die Behandlung solcher Fragea be-
- schrinken, welche in den Wirkungskreis des Theorems I fallen.

1L
Die Gleichungen zwischen den Formen beliebiger Formensysteme.

Wir kniipfen an die Entwickelungen in Abschnitt I an und denken
uns demgemiiss im weiteren Verlaufe der Untersuchung die Coefficienten
der in Betracht kommenden Formen nicht speciell als ganze Zahlen,
sondern als irgend welche Zahlen eines beliebigen Rationalititsbe-
reiches.

Ist der Modul (¥}, F,, ..., F,,g;)) vorgelegh, so erhalten wir alle
iibrigen Formen dieses Moduls d. h. alle nach demselben der Null
congruenten Formen, wenn wir den Ausdruck

Mathematische Annalen. XXXVIL. 32
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AF A A,F, 4+ A, 0 F

bilden und die Ordnungen der Formen 4,, 4,, ..., 4, ) so wihlen,
dass die Producte 4, F\, 4, F,, ..., 4 ) F,a simmtlich von der
nimlichen Ordnung in den Veriinderlichen sind und ihre Summe folglich
eine homogene Function darstellt. Es werden nun zwei verschiedene
Formensysteme A;, 4,,..., 4 o wd B, B,, ..., B o die nim-
liche Form des Moduls liefern, wenn

A1F1 + Aze + e Am(l) Fm(l)“_'"BiF1 + Ber + - Bm(l) Fr};(l
oder
(A44—B)F, + (4,—B)F, 4 - - - + (4,0 — B, 1) F 0y =10

wird d. h.: wir erhalten aus dem Formensysteme A4, 4,, ..., 4 o
alle iibrigen zu der nimlichen Form des Moduls fiihrenden Systeme

B,, B,, . .., B, q mittelst der Formeln

B =4, +X,, B,=4,+X,,..., Bm(l} = Am(l) + Xm(l)a
wo X, X,,..., X () irgend ein Losungssystem der Gleichung
c)] F1X1+F2X2+"‘+Fm(l)Xm(1)=O

bedeutet. Um daber eine griindlichers Einsicht in die Structur des
vorgelegten Moduls zu erhalten, ist eine Untersuchung der letzteren
Gleichung nothwendig, wo dann Fy, F,,, ..., F  als die gegebenen
Coefficienten und X, X,, ..., X, als die gesuchten Formen zu
betrachten sind. Nach den Entwicklungen in Abschnitt I besitzt eine
solehe Gleichung eine endliche Zahl m® von Losungssystemen

Xl = Fl(i)) X2 = 2(?; L) Xm(i) = F,&i)s (3=1;2:~-~:m(23)
derart, dass jedes andere Losungssystem sich in die Gestalt
(10) X, = AP FP+ AP FS 4+ AJp Flly  (t=1,2,...mO)

bringen lasst, wo A0, 4P, ..., A% Formen der nimlichen Ver-
dnderlichen z,, @,, ..., Z, sind. Unter diesen m® Losungssystemen
mbge fiberdies keines vorhanden sein, welches aus den iibrigen durch
lineare Combination erhalten werden kann. Veréindern wir nun in den

Formeln (10) die Formen 4%, 49, .., 4%, so gelangen wir dadurch

m
nicht immer nothwendig zu einem anderen Losungssystem der Glei-
‘chung (9), es werden vielmehr zwei verschiedene .Formensysteme

AP, 49, ..., A%, md BY, BY, ..., Bl dann das nimliche

' m

Losungssystem X, X,, . .., X, liefern, wenn R
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(1) (1) 1) (1) (1) (1 (1) (1) 1) (1) (1) (1)
A1 Fn +A2 Fzz +"'+A7:;(2)th1‘3)=B1 le +B§ ‘Ff2+"'+Bm(2)th(3)
(t=1,2,...,mm)

oder
(AD — BO)FO 4 (49— BY) FS -+ (45 — Boly) Fim =0
(t=1,2,...,mM)

wird und auf diese Weise werden wir auf die Untersuchung des Glei-
chungsystems

A FOXO L FOXO ... 4 FoaXih=0 (=12,...,m")

gefiihrt, wo FV, FY

PP LR M@ die gegebenen Coefficienten und

X9, Xé” ooy m’(’z) die zu bestimmenden Formen sind. Das erhaltene

Gleichungssystem (11) heisse das aus (9) ,,abgeleitete Gleichungs-
system.

Es sei hier besonders hervorgehoben, dass bei der Bildung des
abgeleiteten Gleichungssystems ein derartiges volles Formensystem zu
Grunde gelegt wird, in welchem keine Losung durch lineare Combi-
nation der iibrigen Losungen erhalten werden kann. Die Zahl und
die Ordnungen der Losungen eines solchen Losungssystems sind, wie
man leicht erkennt, vollkommen bestimmte und auch die in den
Losungen auftretenden Formen sind im wesentlichen bestimmte, insofern
jedes andere Losungssystem von der nimlichen Beschaffenheit dadurch
entsteht, dass man die Losungen des anfinglichen Systems mit anderen
darin vorkommenden Losungen von gleichen oder niederen Ordnungen
linear combinirt. Zufolge dieses Umstandes ist auch das abgeleitete
Gleichungssystem durch das urspringliche Gleichungssystem in ent-
sprechendem Sinne ein bestimmtes.

Die Coefficienten des abgeleiteten Gleichungssystems bestehen,
wie man sieht, aus den Formen der Ldsungssysteme der urspriing-
lichen Gleichung und wir erhalten somit die zwischen den Losungen
der urspriinglichen Gleichung (9) bestehenden Relationen durch
Aufstellung der Losungen des abgeleiteten Gleichungssystems (11).
Wir bestimmen demgemiss fiir das letatere das volle System von
Lésungen
X1(1)= FA

1s? 282 ¢

@ 2 [¢8) (2
X2)=‘=F() . m(2)= m()z)‘ (s=l,2,...,m(3))

derart, dass keine dieser Losungen durch lineare Combination der
tibrigen erhalten werden kann und #berdies jedes andere Losungs-
system die Gestalt .

' 52+
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1
X() A(?) F(%) + Af) F(2) 4+ A(2)3) t(;)(3 (t=1,2,...,m®)

annimmt, wo Af), 4?2, ..., A% irgend welche Formen sind. Der
letztere Ansalz fithrt auf das Glelchungssystem

(12) FOXP L FOXD 4 .- 4 Ff X =0, (=1,2,...,m®)

wo 17;‘12) . .th) yets th‘)(;a) die gegebenen Coefficienten und X(2), Xéz), "

X% die zu bestimmenden Formen sind. Dieses dritte Gleichungssystem
(12) ist aus dem zweiten Gleichungssysteme (11) in der nimlichen
Weise abgeleitet, wie das zweite Gleichungssystem aus der urspriing-
lichen Gleichung (9). Durch Fortsetzung des eben eingeschlagenen
Verfahrens erhalten wir eine Kette von abgeleiteten Gleichungssystemen,
in welcher stets die Zahl der zu bestimmenden Formen irgend eines
Gleichungssystemes iibereinstimmt mit der Zahl der Gleichungen des
darauf folgenden Gleichungssystems.

Zur einheitlicheren Darstellung der weiteren Untersuchungen ist
es nothig, an Stelle der einen urspriinglichen Gleichung (9) ein be-
liebiges Gleichungssystem von ‘der Gestalt

183y FuXi+FuX,+- -+ F 00X =0 (=12,..,m)

zu setzen. Die Anwendung des oben angegebenen Verfahrens gestaltet
sich dann zu einer allgemeinen Theorie solcher Gleichungssysteme, deren
Kern in dem folgenden Satze liegt:

Theorem III. Ist ein Gleichungssystem von der Gestalt (13) vor-
gelegt, so fihrt die Aufstellung der Relationen zwischen den Lisungen
desselben zu einem zweiten Gleichungssysteme von der nimlichen Gestalt;
aus diesem zweiten abgeleiteten Gleichungssysteme entspringt in gleicher
Weise ein drittes abgeleitetes Gleichungssystem. Das so begonnene Ver-
fahren erreicht bei weiterer Forisclzumg stets ein Ende wund zwar ist
spitestens das n* Gleichungssystem jener Ketle ein solches, welches keine
Losung mehr besitzt.

Der Beweis dieses Theorems ist nicht miihelos; er ergiebt sich aus

*den folgenden Schliissen.

Unter den Gleichungen des vorgelegten Systems konnten einige
eine Folge der iibrigen sein, indem sie von jedem Formensysteme be-
friedigt werden, welches diesen letzteren Gleichungen gentigt. Nehmen
wir an, dass solche Gleichungen bereits ausgeschaltet sind, so ist,
wenn iiberhaupt Lisungen vorhanden sein sollen, nothwendig, die
Zahl m der Gleichungen des Systems (13) kleiner als die Zahl m®
der ‘zu bestimmenden Formen und ausserdem sind die m-reihigen

Determinanten
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Fi, Fy e Fum
Dijyoriyy = | - e e
Foiy Fui- - Fauy,
WO 4y, &4y - - -5 4n irgend m von den Zahlen 1,2,.,., m® bedeuten,
nicht simmtlich gleich Null. Es sei etwa D = Dys...,, eine nicht
verschwindende Form von der Ordnung » und zwar moge diese Deter-
minante D so ausgewihlt sein, dass die Ordnungen der iibrigen Deter-
minanten in den Verdnderlichen z,, #,, ..., Z, nicht grosser als »
sind. Wir denken uns ausserdem eine derartige homogene lineare
Substitution der Verinderlichen z,, 2,, . . ., Z, ausgefiihrt, dass dadurch
der Coefficient von 27 in D einen von Null verschiedenen Werth erhalt.
Das Gleichungssystem (13) besitzt offenbar folgende Losungen

X1 =Dm+1,2,~~,m; Xm=D1,2, e ii—1,m41 ) Xm+1 =D Xm+2=0 .re X,,,(l) = 07

(14) X1 = Lp2.2,m s X Dl 320y i—1, 042 5 Xm+1 = O Xm+2 b D X ) = O

-

Xi =D, gonrrsZm=Dyg . n_1.mt), Xm+1—0 Xm+°—0 X,,m—-])

Ist nun eine Losung X, X,, ..., X ) des Gleichungssystems (13)

vorgelegt, so lisst sich durch Combination mit der ersten Losung in
(14) aus jenem Losungssystem X, X,, ..., X ) ein anderes ableiten,
in welchem an Stelle der Form X, eine Form steht, deren Grad in
Bezug auf die Verinderliche z, kleiner ist, als die Ordnung » von D
angiebt, wihrend die Formen X s, Xinys,..., X ) ungedndert bleiben.
Die so erhaltene Losung ldsst sich wiederum mit dem zweiten Losungs-
system in (14) derart combiniren, dass an Stelle der Form X, eine
Form tritt, deren Grad in Bezug auf die Verdnderliche z, kleiner als
r ist und wir erhalten durch entsprechende Verwendung der iibrigen
Losungen in (14) schliesslich eine Losung =, =,, ..., = ), wo die
Formen =Z,41, Zat2, - - +» =, in Bezug auf z, von einem niederen
Grade sind als die Zahl » angiebt. Wir wollen zeigen, dass dann
auch die Grade der Formen =,, =,, . . ., =, beziglich der Verinder-
lichen z, kleiner sind als . Zu dem Zwecke multipliciren wir die
Gleichung )
F.=5,+ F, —2+ +F0Z,0=0

mit der auf das Element F,, beziiglichen m — 1 reihigen Unterdeter-
minante von D und summiren alle auf diese Weise fir {=1,2,...,m
entstehenden Gleichungen. Wir erhalten so eine Relation von der
Gestalt ‘

D=4 Dy utrm Zmtt =+ Di gyt im Zme 4 Digimud - ,,,._.,,,(x)-()
(37—1,2,---,”&) )
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und da die Ordnungen der hier vorkommenden Determinanten nicht
grosser sind als die Ordnung 7 von D, so sind in der That die Grade
der Formen Z=; in Bezug auf #, simmtlich kleiner als 7.

Der eben bewiesene Umstand rechtfertigt den Ansatz

(18) E =Euady - Eeat -+ &y (s=12,...,mW)

WO &1, £s2y « -+, Esr Formen bedeuten, welche nur die #n — 1 Ver-
dnderlichen Bys Byy - v vy Tnt enthalten. Wenn wir diese m® Ausdriicke
=0 22, -+ o5 S, aus (15) beziehungsweise fir X, X,, ..., X (4 in
die urspriinglichen Gleichungen (13) eintragen, linker Hand nach
Potenzen von z, ordnen und die mit gleichen Potenzen von 2z, multi-
plicirten Ausdriicke einzeln gleich Null setzen, so erhalten wir eine
gewisse Anzahl g von Gleichungen zur Bestimmung der m®r Formen
s E19r ooy E,,- DBezeichnen wir der Kiirze halber die letzteren

Formen mit &, &, . . ., &,u, so erhalten jene g Gleichungen die Gestalt

(16) thlgl + 97t2‘§2 + - Py ul) Eﬂ(l) =0, (t=1, 2:-"3@")
wo die Coefficienten ¢, @2, ..., P, bekannte Formen der # — 1

Veriénderlichen ,,%,, ..., %,—1 sind. Es sei nun

=0l b=9 mho=0l,  (5=12..,s®)
ein volles Lisungssystem von (16) und zwar ein solches, in welchem
keine Losung durch lineare Combination der iibrigen Losungen erhalten
werden kann. Aus einer jeden Losung dieses Losungssystems lisst
sich vermbge (15) eine Losung der urspriinglichen Gleichungen (13)
zusammensetzen. Die so erhaltenen Losungen der Gleichungen (13) seien

A7) =00, 5, =0Y, ..., = =08, (=12...,u0)

Durch Zusammenfassung der bisher angestellten Ueberlegungen
gelangen wir zu dem Ergebniss, dass eine jede Losung X, X,,..., X
der urspriinglichen Gleichung (13) sich in die Gestalt

1 1 (¢} 1
X, =a 00 +al oY+ - 4 afly ol + AD Dy
®
+ A ‘Dm+2 2,. ,m+ -+ 4, (1)—mDm(1) 120 ,m’

- - - . . -

X, e b o+ AD,,
+4PD, it Amu)_mﬂl,z, oyt )2

X =000 P00 o a0, o+ AP DO+ 40,

X = (1)“’21;2,14“““) o0 2+ + <2)¢(13+2 ,‘(2)+0+A(1) D-l— 40,

. . . - . - - .

il)

X, =000, + a0l (I)2+ + 5o >,,¢2)+0+0+ + D

TR

- -
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bringen lisst, wo o, a{’,..., a alsy Formen der 5— 1 Veriinderlichen
By, Ty e ooy Ty und 4D, 4D Af;()l) _,, Formen der # Verinder-
lichen 2, 2,,...,2, sind. Insbesondere miissen daher auch die Losungen

X, ———an)‘“ X2=x,¢¢§8,...,X =%, ¢ D) s (S=—“—1,2,‘..,y(2))

1s? m!

in obiger Gestalt darstellbar sein und wir setzen dem entsprechend

2%

(1) (2) (1) (2) (1) (2)
z, )= O+ +'¢’(2)s¢ (2)-}-2 s Dpis,s, - ,m+ ‘]"l,,‘(t)_m,s 0,2,

. . . . . . - . . . .

(¢3] (2) (1) 2) (1) (2)
Z, q)ma d)ml + + ¢y(z) ® mu? )+ Z1s ,2, oo M1, 1 + A
2)
+ Lor®) —m, s Dl, 2, wnyi—t, w17

(18) 2,00 = 3’¢<"“+ +¢§j’2)s¢§;;17#(2)+x2’D+o+...+0

(1) (2) (1) (") (1) (2)
z ¢m—{-2 s q)m—|-2 1 + + y(1)3¢m+2,p‘2) + 0 + x 'D+ o +O’
z, ¢(“ =05 + + +0+0+»~+
m( S m(l)l Vy@); m(l)#(2) Zm“)—m s
« (S—-—l,?,...,ﬂ(2))

wo die Formen ‘f’n: e ¢f(’2)8 und in Folge dessen auch die Formen

2,0, xm(l)—m,s Formen sind, welche nur die # — 1 Veréinderlichen
Ly, %y, ..y Lu—y enthalten.

Die Losungen (14) und (17) bilden zusammengenommen ein volles
Loésungssystem der urspriinglich vorgelegten Gleichung (13) und die
Aufstellung der zwischen diesen Liosungen bestehenden Relationen fiihrt
zu einem Gleichungssystem von der folgenden Gestalt

1 1) (1) (1)
¢(11) X§ +-e O p@) ) +'Dm+l2,»,my +"'+D (0,2, L= 5, =0

- . - - . . . . - -

(1) (1) 1) @
Q)mIX + + ,‘(2) (2)+D12, e 1,m+1Y + ..
©
+D 1,2)m—1 }ma) Ym(l)-—m -—07

19

(19 90 X0 po®, o XD+ DTO 40440 =0,
¢§;:,2,X“>+ +¢§ggﬂ<mxf%§>+0+DY“)+--v+0 =0,
®ol, "’+~~+ a0 X,  +0 bt DB, =0,

wo XU, ..., X(( h, YO, Yf,f()n_m die zu bestimmenden Formen
sind.
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Hierbei ist besonders hervorzuheben, dass moglicherweise einige
unter den Losungen (14) und (17) gleich linearen Combinationen der
tibrigen Losungen sind und in Folge dessen das Gleichungssystem (19)
nicht in dem oben definirten und durch Theorem ITI geforderten Sinne
aus (13) abgeleitet worden ist. Um das Gleichungssystem (19) in
das aus (13) abgeleitete Gleichungssystem umzuwandeln, bedarf es
also noch einer Reduction des Gleichungssystems (19), welche in der
That spéaterhin ausgefiihrt werden wird.

Das Gleichungssystem (19) hat, wie aus (18) hervorgeht, die
Losungen

Y} (] (1) 2 ) {2) {1 2)
XPO =) — 2, XP =9 X o=, , Y0 = ¥,
1)
tec2 Ym(")—m = Zm(l)—-m,l’
1 @) (1 (2 (1 2
X( = =1, ’ X2)~—1p22)——x,,, o ”(z)—-TlJ (2)2 Y = 21(2):

@ @)
v Yoty = X 20
®__, @ w__,@ W__ @
X -—¢§,‘ y X, —1!’2,4&) 1oy Xu(z)——ili @@ — %, Y =1,
@
WY = L) 1,2

Ist jetzt irgend eine Losung X{°,..., XQ), ¥Y,,.., Y3, .

m!
des Gleichungssystems (19) vorgelegt, so lsst sich ans derselben durch
Combination mit den Losungen (20) eine andere Ldsung

1 1 1
XP=t?, .., X =, Y=H, .., Y

! u

HY

”-—m m(l)-—-m

herstellen, wo g“) .., £ () Formen sind, welche nur die # — 1 Ver-
inderlichen z,, #,, . .., Z,-1 enthalten. Setzt man diese Ldsung
gL, gijﬁ, HY, ..., HOly_,, in die letaten m® — m Glexchungen
von (19) ein, so sieht man leicht ein, dass die Formen HY, o, HYy
identisch Null sind und wir erbalten somit zur Bestlmmung der Formen

R L& die folgenden Gleichungen
Q)(l) g(l) + q)(l) g(l) + + ‘u(z) g( = 0. (t — 1’ 2, - mﬂ))

Die Formen ¢§11), ¢£12), s, (Dﬁ o) enthalten die Verinderliche 2,
hochstens im Grade r — 1. Wenn wir daher in den - letzteren Glei-
chungen linker Hand die Coefficienten der Potenzen von z, einzeln
gleich Null setzen, so ergiebt sich das Gleichungssystem

@) RE + o B+ - - - + ol =0, (F=1,2,...,u0)

wo sowohl die Coefficienten wie die zu bestimmenden Formen lediglich
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die n—1 Verénderlichen z,, 2,,..., #,—; enthalten. Dieses Gleichungs-
system (21) ist, wie man sieht, das aus (16) abgeleitete Gleichungs-
system. Hs selnun .

(1) (2) (1) __ & (1) )
&= P15 3) = Qa5 oo ‘u(z)= q"uﬁ)s (S=1’2)-'-> !"'(3))

ein volles Losungssystem von (21) und zwar ein solches, in welchem
keine Losung durch lineare Combination der iibrigen Losungen er-
halten werden kann.

Fassen wir die letzteren Entwickelungen zusammen, so erkennen
wir, dass eine jede Losung des Gleichungssystems (19) sich in die
Gestalt

X =aleil a0 +AP (- z)+ 4P 9B+
(2) @
T4 Y00
1 {2 2 2. 2
X =ale 4+ (é,)w (3)+A‘ "oy 4D W p—a) -
@ 2
T4 Yy

6 @ @ @ @ @ (@ @ @ ..
Xy =0 @t 069 0 040 Y (2)1+A Y@t

(22) @ (,®
+4 (2)(“'“(2)“(2)"’”") ’
W= 0 4 0 AT AP
4® @
+ A‘u(g)xllu@) ?
W _ @ @ )
\ Yma)—mw 0 + + 0 +A1 Zm(]-) +A kD), 2

el A® @
+ot A ota_, u®?

. . (2) (2)
bringen lisst, wo a",..., a )

Tyy Eay - ooy Boeg und AP A‘z()z) Formen der n Verinderlichen

Formen der % — 1 Verinderlichen

Z,, %y, -« #n sind. Insbesondere miissen daher auch die Losungen

2 1 2 1) 2 1 1
XP=2z,¢0, XP=2z, gogg,..., X“—-x,,q;( 32) , W=0,.., Y9, =0
(=1,2,...,40)

in obiger Gestalt darstellbar sein und wir setzen dementsprechend
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) 3} _(2) (2 (3) (. (2) 3) (2)
Zu@is =P1sPu T +'¢:“(3)8 1)(3) -+ %is (111 ~—$n)+.--+zy(2)b’tblﬂ(>,,

- . - . . . . . - - . . . . . .

@ ®) o ® @ )@
La® 0, Y1 P (2>1+ Y, 9.0 ,1(3)'{‘75 pon
@ (@ '
+ +Z ) 2) (2 xﬂ 'y
®
0: 0 +000+ f) +xu xll + +1 (2)8 1/&(2},

. ® 2 (8) 2)
0= 0 +"'+ 0 +ZUZ L) m1+ +Z «® s m(l)—m 427

(s=12,.., u®),
wo die Formen 3%, ... ¢(3(§) und folglich auch die Formen

.., 1(3()2) nur die Verinderlichen &, @, ..., Z»—1 enthalten.

Nach (22) bilden die Losungen (20) zusammengenommen mit den
Losungen

4y O _ @& ® __ @ (1) __ (1) .
XM= gP, XP=gi) .., X B =%,0, Yi'=0, ..., Ym(l)__m-—-()

=1,2,... 9

.ein volles Ligsungssystem von (19) und die Aufstellung der zwischen
diesen Losungen bestehenden Relationen fihrt zu dem Gleichungs-

system
%9 ¥ (@ xe @ 2 ? y
ol X“+ + 9o ((.)n-!-(‘l’ xn)y()'*‘ +¢§)<2) Y(é')"o
@ <O @ x@ 4,0 y® @ @ —
(24) @);X + +q°u<2),‘(s) X oY, T +(¢ @ @ — )Y, @="
@ 2) 2 2
0 Aot 0 412 Y“+“+lm<2) Y((;)‘"'O
@ @ @
0 b 0 %y L YO trn e Ye=0

wo X2, ..., X((s), o, .., Y((a} die zu bestimmenden Formen
sind. Dieses Glelchungssystem (24) besitzt, wie aus (23) hervorgeht,

die Losungen
__ (3) @)__ G @ __.03)
Xl —-'¢'11 Lnyes oy X o Sk 4 @17 Y{P=n1, - Y‘u(ﬁ) W21’
(25).\.........'...........

@ __ @ ) @__,® @ __.®
X =% @ ﬂm =V 6 0 % Yil=g, Y @=%,e 0
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Ist jetzt irgend eine Losung X{7,.. X%, 7o, .. Y“?g) des
Gleichungssystems (24) vorgelegt, so lisst szch aus derselben durch
Combination mit den Losungen (25) eine andere Losung g, ..., & )7

HY, .. H(2()2) ableiten, wo £2, ..., (2()3) Formen sind, welche nur
u :
die » — 1 Veranderhchen Zyy @gy + + + Tn enthalten, Setzt man diese

Losung £2, . . 2(2(3), HP, .. H(“?g) in die ersten p® Gleichungen von
(24) ein, so sieht man leicht, dass die Formen HP, . H(g()z) identisch
Null sind und zur Bestimmung der Formen 9. .., 5( .® erhalten wir
daher die Gleichungen

(26) gD + o D 4. m(s) £® o = (s=1,2,...,p®)

wo sowohl die Coefficienten, wie die zu bestimmenden Formen lediglich
die n— 1 Versinderlichen z,, &y, ..., ¥x—y enthalten. Dieses Gleichungs-
system (26) ist, wie man sieht, das aus (21) abgeleitete Gleichungs-
system.

Das volle System von Losungen des Gleichungssystems (24) lasst
sich zusammensetzen aus den Losungen (25) und aus Losungen von

der Gestalt
@ __ £ x® @ @) __ @
X P=£" .., (3) 3;#(3), Yy ow X (2)==O
o EP ..., E® ® Losungen des Gleichungssystems (26) sind.

Denken wir uns das eben beschriebene Verfahren fortgesetzt, so
erhalten wir die Kette der Gleichungssysteme (13), (19), (24), .
und ferner zugleich die daneben laufende Kette der abgeleiteten
Gleichungssysteme (16), (21), (26) ... . Diese beiden Ketten von
Gleichungssystemen stehen zu emander in engster Beziehung, indem
~das volle System von Ldsungen des z'et Gleichungssystems in der
Kette (13), (19), (24), . . . sich zusammensetzen lisst aus den Losungen
von der Gestalt

(1) __ () @=1)__ (@ (@1 __ ,(7) (@—1) (@)
Xy et — %y .- X#(,,) =¥ @ Y7 =g e X W= = by m-yy?
210 (@—1)__ (@ (m—1)_ (™ (z—1)__ (@)
X 'p;ﬂcn)’ s X,An) 4 )y T n= o "
' (—1) (%)
Y:Lm——n X 1)
und den Losungen von der Gestalt
@1 __ gla—1) (=) __ gla=t)  pla—1) __ (1)
X PV=5"",...X iy =§ ) ? Y "=0,. Yﬁ(ﬂ_,l) 0,
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wo E*Y, ..., 22”(;;” Losungen des sz Gleichungssystems in der Kette

(16), (21, (26), . .. sind. In dem Losungssysteme (27) bedeuten

(7} () () (7} =
Pit's . oo K3 Ly Formen der n — 1 Verinder-

lichen z;, x,, ..., ;-1 und zwischen diesen Losungen (27) fiir sich
alleiy besteht, wie man leicht erkennt, keine Relation, d. h. das
Gleichungssystem

{ )
@ — @) T4+ 4 "’mn) Yy(ﬂ) =0,

(#) Y& ... () —_—zY Y™ 0
@5) 1/{#(,,)1 v + (’l’ﬂmy(m — ) Tl ’

() (7) (#) (= __

yatl Y, + e + zl,u(“) Y!‘(n) - O’
) @ 4 .. ) ™

Zﬂ(,,_l) . P -+ X -1 ) Y,‘(n) 0

besitzt keine Losung.

In den Gleichungssystemen (16), (21), (26), ... der zweiten Kette
handelt es sich lediglich um Formen, welche von der Verinderlichen
Z, frei sind. Nebmen wir daher an, das zu beweisende Theorem III
sei bereits fiir den Fall von n — 1 Veriinderlichen als richtig erkannt,
so folgt, dass in der Kette (16), (21), (26), . .. spétestens an 5 — 1ster
Stelle ein Gleichungssystem auftritt, welches keine Losung besitzt.
In Folge dieses Umstandes muss in der Kette (13), (19), (24), .
spitestens an % — 1%t* Stelle ein Gleichungssystem auftreten, dessen
volles Losungssystem durch die Losungen von der Gestalt (27) er-
schopft wird; es ist dann das unmittelbar auf dieses folgende Glei-
chungssystem d. h. spitestens das =t Gleichungssystem der Kette
(13), (19), (24), ... von der Gestalt (28) und dieses Gleichungs-
system lisst seinerseits keine Losung mehr zu. Wir haben somit, unter
der Annahme der Richtigkeit des Theorems III fir n—1 Verinderliche,
gezeigt, dass die Kette der Gleichungssysteme (13), (19), (24), ..
spatestens mit dem n'¢® Gleichungssysteme abbricht.

In der Kette der Gleichungssysteme (13), (19), (24), ... wird
allgemein das zte Gleichungssystem dadurch erhalten, dass man fiir
das (= — 1)*¢ Gleichungssystem in der ‘oben beschriebenen Weise ein
volles System von Losungen bildet und dann die unbestimmten linearen
Combinationen dieser Losungen gleich Null setzt. Da nun im All-
gemeinen das bei unserem Verfahren sich ergebende volle Losungs-
system ein solches sein wird, in -welchem einige Losungen lineare
Combinationen der iibrigen sind, so ist das z'* Gleichungssystem
der Kette (13), (19), (24), ... nicht nothwendig zugleich dasjenige
Gleichungssystem, welches man erhilt, wenn man aus dem (x —1)sten









































































































